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1. Matricni racun

1.1 Kaksne lastnosti imata seStevanje matrik in mnozenje matrik s skalarjem?

1.1.1 SeStevanje matrik:
A=[a,],B=[b,]
[%} + [bij] = [% + bij:l

Istolezne clene sestevamo:

2 4 3 5 2+3 4+5 5 9

+ = =

6 3| [-3 1] |6+(-3) 3+(-1)| |3 2

1.1.2 MnoZenje matrik s skalarjem
2| ]=[4a, ]
ﬂ’|:a11 a12}=[l'a11 l'am}
Ay Ay A Ay A Qg

Vsak element matrike posebej pomnozimo s skalarjem.

1.1.3 Lastnosti operacij

VA,B e F™" (Za vsak A in B, ki sta elementa matrike F*™) velja :

(F™" - matrika, razseznosti m-vrstic in n-stolpcev, katere elementi so elementi mnozice
R

F|F )
C

1. Komutativnost A+ B=B+ A
2. Asociativnost (A+B)+C=A+(B+C()

3.310eF™" A+0=A VA e F™" (obstaja natanko en element 0, ki je element
matrike F™", da velja A+0 = A, za vsak element matrike F™").

0 --- 0
O=: . 0
0 0 O
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4. VA eF™" EI!(—A) e F™" A+(—A) =0 (Za vsak A, ki je element matrike F™"

obstaja natanko en —A, da velja A + (—A) =0)
= komutativna (Abelova) grupa:

Za poljubne A,B e F"™ (clene A, B, ki so elementi matrike F™")in A,u e F velja:
1.AA=AA
2. (l,u)A = l(yA)
3. (/1 + ,u)A = AA + 1A (pazimo s katere strani mnozimo, saj ni nepomembno!)

4. 4 (A + B) = AA + AB (enako kot pri prejsnjem pravilu pazimo smer mnoZenja!)
51-A=A

(Zaradi prej nastetih lastnosti (1.-4. in 1.-5.) je F™" vektorski prostor za operaciji
seStevanje in mnozenje s skalarjem).

1.2 Pojasni, kako je definiran matri¢ni produkt. Kako velike matrike nasploh lahko
med seboj mnozimo?

Matricni produkt obstaja natanko takrat, ko je stevilo stolpcev prve matrike enako
stevilu vrstic druge matrike, v nasprotnem primeru produkt ne obstaja!

A eF""in B e F*", kadar mnozimo dve matriki, si je najbolj zapisati obe v formatu:

AB=AB

mxxn 2337

Stevili 3 in 3 na sredini med matrikama nam povedo, da lahko matriki mnozimo, prvo in
zadnje Stevilo (2 in 7) pa nam povedo razseznost nove matrike, torej bo nova velikosti

2x17.
Matriki mnozimo tako, da prvo vrstico mnozimo s prvim stolpcem. Mnozimo istolezne

clene in jih med seboj sestejemo, tako dobimo prvi ¢len nove matrike. Bolj nazorno je
videti na primeru:

Mnozenje matrik »rocno« je zamudno, mnoziti je Se smiselno majhne matrike, za
mnozenje vecjih matrik pa raje napisemo program, kateri izracuna produkt.
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1.3 Nastej vsaj 3 racunske lastnosti matricnega produkta.

Lastnosti matricnega produkta
1. Asociativnost (AB )C =A (BC ) (Zakon o zdruzevanju faktorjev)

2.Distributivnost

a. (A+B)C=AC+BC
b. A(B+C)=AB+AC

3.Na splosno je zelo pomemben vrstni red mnozenja, tako komutativnost tukaj ne

velja!
a. AB# BA
b. Ce velja komutativnhost AB = BA potem pravimo, da matriki komutirata

(obstajajo le redki primeri).

1.4 Katere posebne vrste kvadratnih matrik poznas? Kak3na je vloga identitete?

Poznamo:
1.Diagonalna matrika

d 0 0
|0 0
o0

0 0 0 d

Krajsi zapis: Dzdiag(dl, dy, ... dn)

2.Skalarna matrika (poseben primer diagonalne)

D, =diag(A, 2y, ..., 4,) A€F

A 0 0

0O A --- 0
D= . .

- . 0

0O 0 0 4
Skalarne matrike komutirajo z vsemi matrikami, velja: D ,A=AD, =1A
VA eF""

3.Enotska ali nevtralna matrika (identiteta)

0
0
I =
Do . 0
0 0 0 1
Enotska matrika I je nevtralni element za mnozenje. Pomeni, da kakorkoli
mnozimo neko matriko z nevtralnim elementom, se matrika ne spremeni.

IA=AI=A VAeF""
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Obicajni zapis skalarne matrike: Al

=
[

4.7goraj in spodaj trikotna matrika

Clll a12 aln
0 ay Ap g
; Spodaj trikotna
: a,,
0 0 0 a,
(a, O 0
a, a 0 -
2 0 Zgoraj trikotna
_aml am2 amS amn

Ce mnozimo s spodaj ali zgoraj trikotno matriko, bo zmnozek oz. nova matrika
ravno tako trikotna, zgoraj oz. spodaj, odvisno s katero smo mnozili.

Identiteta je nevtralni element za mnozZenje, uporabljamo ga za resevanje matri¢nih
enacb. Primer:

1 4 2
AB—ZZC,A: 3 ,B:
2 -1 21

1 4 2
3 . -2I=C
2 -1112 1
2
21 = 0
0 2
3 1 4 2 2 0 14 7 2 0 12 7
et L [ A
1.5 Kako je definirana inverzna matrika?

Inverzna matrika matrike A € F*™” je tak$na matrika A", da velja slednje:
ATA=AA"=1

Matrika za katero obstaja inverzna matrika, se imenuje regularna ali obrnljiva
matrika. V nasprotnem primeru je singularna.
Primer:

1 2] ., 1 -2]. . . .
A= 0 1 VAT = 0 1 ker inverz obstaja je matrika A regularna.

11
5 = L J inverz te matrike ne obstaja, zato je matrika singularna.

Velja ¢e je matrika A regularna, je matrika A™' enoliéno doloéena.
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1.6 Kaj lahko poves o produktu obrnljivih matrik?
Ce sta matriki A in B regularni, je regularen tudi produkt in velja:

(AB)" =B"A™
Velja tudi, da je inverz regularne matrike regularen:

(47) =4

2. Sistemi linearnih enacb

2.1 Nastej elementarne transformacije Gaussove metode.

Elementarne transformacije so preproste manipulacije z enacbami linearnega sistema ali
vrsticami razsirjene matrike, ki sistem privedejo na ekvivalentnega.

a, - G, | b1
AX=B[AIB]=| : . i | b,
aml amn | bm

Elementarne transformacije:
- Zamenjava vrstnega reda enacb (vrstic)
- Mnozenje i-te enacbe (vrstice) z neni¢elnim «
- K i-ti enacbi (vrstici) pristejemo « -kratnik j-te enacbe (vrstice)

Matriki A in B sta vrsticno (enacbeno) ekvivalentni, ¢e lahko s pomocjo elementarnih
transformacij prevedemo matriko A na B ali obratno. Zapis s simboli: A ~ B.

2.2 Kaksna je stopnicasta in kakSna je reducirana stopnicasta matrika?

Stopnicasto matriko dosezemo tako, da pod t.i. pivoti dosezemo nicle. S tako urejeno
matriko dosezemo enostavno resljiv sistem enacb.

1 * * * * *
0O 0 0 2 =*= =
0O 0 0 0 -1 =
0O 0 0 0 0 O

Pivoti so na zgornji matriki odebeljeni in obarvani rdece. Vrstice vedno uredimo tako, da
ima vsaka naslednja vrstica ve¢ nicel kot prejSnja. Kjer pivota ni, tam se nahaja
parameter, kaj to je in zakaj se uporablja bomo spoznali pri Gaussovi eliminacijski
metodi.

Reducirana stopnicasta matrika je matrika, kjer prevedemo vse pivote na 1 in
naredimo nad pivoti nicle.
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1 = % 0 0 =
0O 0 0 1 0 =
0O 0 0 0 -1

0O 0 0 0 0 O

2.3 Opisi Gaussovo metodo za reSevanje sistemov linearnih enacb.

Iz podanega sistema enacb zapiSemo matriko, katero razsirimo in s pomocjo
eliminacijskih metod pod pivoti ustvarimo nicle. Ze to je dovolj za pridobitev resitev
enach, lahko pa uredimo tako, da prevedemo pivote na 1. S tem dosezemo lazjo resitev
resitev enach. Sistem je mogoce Se bolj poenostaviti, tako, da nad pivoti ustvarimo nicle,
takrat pa samo beremo resitve posamezne neznanke, a vendar je vcasih lazje brez tega.
Primer:

X, + X, + X, + X, + X5 = 1

—X; - X, + X5 = -1
—2x, - —2x, 3x; = 1
X, + X, + 3x4 = 3

Razsirjena matrika tega sistema je:

11 1 1 1 | 1
[A | B] _ -1 -1 0 0 1 | -1
-2 -2 0 0 3 | 1
o o 1 1 3 | 3

S tako zastavljeno matriko, bi sedaj s pomocjo eliminacijskih metod pod pivoti ustvarili
nicle in nato izpisali resitve sistemov enacb.

2.4 Sistem linearnih enacb zapisi v obliki matriche enacbe (na splosno).
Primer sistema enach:

a,x, + by, + X = d,
a,x, + byx, + 0 CyXy = d,
a,x, + byx, + ey = d,
a,b,c,delF
Zapis v obliki matrike:

al bl cl | dl

2 b2 CZ | d2

a3 b3 CS | dS

10
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2.5 Opisi resljivost sistema linearnih enacb v odvisnosti od rangov.

Stevilo nenicelnih vrstic matrike, se imenuje rang matrike. Zapisemo tudi r(A) .

Primer:
2 6 4
A=|1 -1 5| r(4)=3
-1 0 0
151 2 r([A1B])=4
1 81 3
[AIB]-|] o 5l r(4)-
2 311 r(B)=4

Rang osnovne matrike mora biti vedno enak rangu razsirjene matrike. V kolikor pridemo
do situacije, da je rang razsirjene matrike veéji od ranga osnovne matrike, je sistem
neresljiv, protisloven.

Primer protislovnega sistema:

1 5 -1 | 1
[AIB]=|3 1 3 | 4
0O 0 o | 5
r(A)=2
r(B)=3

Vidimo, da je rang matrike B veéji od ranga matrike A, pomeni da je sistem neresljiv
oz. protisloven.
Ce 1zpisemo zadnji sistem enacb vidimo, da je

0+0+0=5,

za kar pa vemo, da ne drzi.
Velja:
r(A) = r([A | B]) =r

a) r=n, (n - stevilo neznank) vse neznanke so vodilne, pomeni da
je sistem enoli¢no resljiv

b) r<n, sistem ima n—r prostih neznank oziroma ima (n—r) —
parametric¢no resitev.

11
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2.6 Opisi Gauss-Jordanovo metodo za racunanje inverzne matrike.
Dana matrika matriki A je taka matrika, ki zado$¢a enacbama AX =1 in XA=1

Dano matriko A razsirimo z enotsko matriko I, ter z eliminacijskimi transformacijami
tako dolgo urejamo matriko, da dosezemo na mestu osnovne matrike enotsko matriko.
Nova podoba razsirjene matrike je inverz osnovne matrike. Bolj razumljivo bo na

primeru:
1 2
A= = 1 0
0 2 01

[12|10} e+ |1 0 1 1 -1
/[:2 [-(-2
02 1] 01 2) |y 1 | o 1L
2
Sledi, da je inverz matrike:
1 -1
Al=
o L
2

Ce povzamemo; najprej privedemo matriko na spodaj trikotno, nato prevedemo pivote na
enice ter nato Se dosezemo nicle nad pivoti. S tem dosezemo na levi strani identiteto oz.
enotsko matriko, na desni strani pa se nam pojavi inverz matrike.

2.7 Matriko A pretvori v reducirano stopnicasto obliko, nato zapisi splosno trditev
homogenega sistema AX =0, kjer je X matricni stolpec.

(=l G )

Iz slednje matrike lahko zadnjo vrstico odmislimo, saj je enacba trivialna (0+0+0=0).
Zamislimo si, da je prvi stolpec spremenljivka x , drugi y ter tretji z.

Najprej preuredimo matriko v reducirano stopnicasto, spomnimo se, pivote prevedemo
na enice ter pod in nad njimi nicle.

1 -2 0 1 -2 0
0 0 1| «+ ~l0 0 0
0 0 2J/(-2) /:2 [0 0 1

Matriko smo reducirali na stopnicasto, kjer imamo dva pivota (oznacena z rdeco), pivot v
drugi vrstici ne obstaja zato je tam parameter, katerega bomo oznacili s ¢crko y=a.

12
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Yy =

X
1 -2 0][2a] [O
1 -2 0|=x-2y=0=>x=2a
0O 0 O} al|=]|0
0O 0 0O|= 0 =
OOlJO 0
0O 0 1| z=0 = -
1 -2 o] [2] [o
0O 0 Ola|l1|=|0],aeR
_OOlJ 0 0

3. Determinanta

3.1 Kako je definirana determinanta?

Determinanta nam omogoca ugotoviti ali je matrika obrnljiva ali ne oz. ali obstaja zanjo
inverz. Inverz matrike obstaja takrat kadar determinanta je razli¢na od nic.
Determinanta je definirana:

Naj bo Az[aij}dana nxn- velika kvadratna matrika, potem je determinanta

kvadratne matrike A Stevilo, ki ga dobimo kot vsoto vseh moznih produktov po n
elementov matrike tako, da je v vsakem produktu natanko po en faktor iz vsake vrstice

in iz vsakega stolpca. Produkti so pomnozeni Se z (—1) , Ce ustrezajo lihim permutacijam.

Primer:

Sledijo permutacije moznih kombinacij. Koliko je moznih kombinacij je doloceno z n -to
fakulteto elementov. Zapisimo vse mozne permutacije:

g _ 123Y(123)(123)(123)(123)(123
1123 )l 231\ 312 /| 213 )| 321 /{132
0 2 2 1 3 1 st. transpozicij

Sedaj clene zgolj beremo navpicno, kot je zapisano. Torej bomo mnozili in sestevali ¢lene:

Q; Gy Qg a,; Gy QO
det Ay Qgyy Qg3 | =1y 92 Qag| =
Agg

Q

a a a a

Q

31 32 33 31 32

= a11a22a33 + a12a23a31 - (a12a21a33 + a13a22a31 + a11a23a32)

Predznak posameznega zmnozka doloca stevilo transpozicij za posamezno permutacijo.
Ce je stevilo transpozicij liho je predznak negativen, ¢e je sodo je predznak pozitiven.

13
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3.2 Nastej vsaj 4 racunske lastnosti determinante.

1. det A =det A”; posledica tega je, da vse kar velja za vrstice velja tudi za stolpce
in obratno.

2. Determinanta (zgoraj ali spodaj) trikotne matrike je enako produktu diagonalnih
elementov.

3. Determinanta spremeni predznak, ¢e v matriki zamenjamo med seboj dve vrstici
(stolpca).

4.Determinanta matrike, ki ima dve vrstici (stolpca) med seboj enaki, je enaka 0.

5.Determinanta v kater1 sta dve vrstici (stolpca) proporcionalni je enaka 0.

6. det(aA) =a"det A, ¢e je matrika A velikosti nxn.
7.Determinanta je multiplikativna det( AB)=det(A)det(B)

3.3 Karakterizacija obrnljivih/singularnih matrik s pomocjo determinante.
Naj bo A poljubna kvadratna matrika. Naslednje trditve so med seboj ekvivalentne:

1. A je obrnljiva (nesingularna, je regularna)
2.Homogeni sistem AX =0 ime le nicelno resitev, oziroma AX =0= X =0.
3.A je po vrsticah podobna identi¢ni matriki (identiteti, enotski matriki).

V kolikor velja ena od nastetih trditev, veljata tudi ostali dve.

3.4 Kako se determinanto razvije po vrstici ali stolpcu?

Determinanto lahko razvijamo po vrstici ali stolpcu, najbolje je izbrati taksno vrstico oz.
stolpec, kateri vsebuje najve¢ nicelnih elementov, saj nam na ta nacin odpade najvec
clenov.

Razvoj bomo delali po vrstici:

a a a

11 12 13

a, a
3 _ B _ 22 23 23
detA=|a, a,, a,l=+a,4,-a,4,+a,A,=q, +a,;,

a32 a33 a31 33

a31 a32 a33

Dobljene matrike se imenujejo poddeterminante, katerih determinante racunamo naprej,
tokrat je to enostavno saj je rang le teh 2. V kolikor bi bil rang vecji bi nadaljevali s
postopkom.

Sledi:

QG Qg

Qyp  Qgy Qo3| = Ay (a22a33 - (a32a23 )) —Qy (a21a33 - (a31a23 )) +a, <a21a32 - (a31a22 ))

Ay Ay Qg
14
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Predznak pred posamezno poddeterminanto dolocamo po sahovskem pravilu. Elementi

pred posamezno poddeterminanto se imenujejo kofaktorji, katere oznac¢imo z a; - Sled1:

3.5 Kako se s pomocjo determinante izracuna inverzno matriko?

S pomocjo determinante izracunamo inverz matrike:

o 1 =7

T detA

Poddeterminanta k elementu Q;, je determinanta matrike, ki jo dobimo, ¢e c¢rtamo

vrstico in stolpec matrike A, oznac¢imo det A,

Kofaktor k elementu a;

A, =(-1)7 det 4,

Y

A...matrika, katere elementi so ustrezni kofaktorji k elementu matrike A.

Velja tudi v kolikor je determinanta matrike enaka ni¢, da inverz matrike ne obstaja.

A™ ne obstaja <> det A=0

Primer:
2 0 7

A=|1 2 3 |—>detA=2(-8-3)+7(1-12)=-99
6 1 —4

Izracunajmo po prejsnjem pravilu inverz matrike:
Al =7?

Uporabili bomo: A = — . A

© Vse pravice pridrzane, G. Nikoli¢, 2012
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A11=(—1)22 3}=—8—3=—11 o

1 -4 512 0

1 3 Aa=(-0g |72
A, =(-1) }:-(-4-18):22 -

6 4 J0 7

S A, =(-1) o 3|~ 14
A, =(-1) =1-12=-11 -

16 1 512 7

. A, =(-1) - =—(6-7)=1
A, =(-1) }: —(-7)=1 - -

1 -4 6|2 0O

J2 7 A=) 5]
A,, =(-1) 6 _J=—8—42=—5O - -

1 T
. . vy e, -1 _ .

Sledi zapis po enacbi: A~ = dot A

“11 22 -111
7 50 -2
14 1 4

At 1
99

Vidimo, da po enacbi je potrebno matriko Se transponirati, torej je popolni zapis inverza
matrike sledec:

: 11 7 -14
A_l =@' 22 —50 1
- 11 -2 4

3.6 Zapisi Kramerjev izrek (o resitvah sistema linearnih enac¢b s pomocjo
determinant).

Naj bo A kvadratna matrika. V kolikor je determinanta matrike razlicna od ni¢, je

. .y Ve . T . v
sistem AX = B enoli¢no resljiv, resitev X = I:xl,x2 xn] , pa se izraza tako:

Pri cemer je d enako det A, stevilo d,, pa je determinanta matrike, ki jo dobimo tako,

da v matriki A zamenjamo i-ti stolpec s stolpcem B.

Primer:
x o+ ox, +  x; = 5
2, + 2x, + x;, = 6
x + 2x, + 3x; = 9
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2 1 5
2 1|,B=|6|=detA=6-2-2(6-1)+4-2=—4
2 3

1
A=|2
1 9

Sedaj zamenjamo prvi stolpec matrike A s stolpcem matrike B, nato drugega in nato se
tretjega ter izracunamo za posameznega determinanto:

5 2 1 1 51 1 2 5
d=6 2 1=-4,d,=|2 6 1=-4,d,=2 2 6/=-8
9 2 3 1 9 3 1 2 9

Sledijo resitve sistema:
1_i=_—4=1’ x2=£=__4:1, x3=£=;8=2
d -4 d -4 d -4
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